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评潘承洞
、

潘承彪著
“
哥德巴赫猜想

”

王 兀
�中国科学院数学研究所�

潘承洞
、

潘承彪的专著
“
哥德巴赫猜想

” �科学出版社
，
纯粹数学 与 应 用 数学数学专

著丛书
、

第 �号
， ����� 出版以来

，
在国内外已有相当影响与高度评价�见〔�，

�〕��
、

哥德巴赫猜想导源于哥德巴赫在����年给欧拉的一封信
，
在这封信中

，
他提出了表整数

为素数和的两个猜想
，
用略为修改的语言可以将它们表远为

�

�人�每一偶数��都是两个奇素数之和
。

·

���每一奇奴异�都是三个奇素数之和
�

命题���是命题���的推论
。

在����年第二届国际数学家大会上
，
希尔伯特在他的著名演讲中

，
首先阐明了寻找一个

好的数学问题
，
作为数学研究的对象与泉源

，
对于推动数学的发展是何等重耍� 他特别列举

费马猜想为例 子
，
他指出

“
这徉一个非常特殊

，
似乎不 十分重耍的问题会对科学产生怎样合

人鼓舞的影响
，
受费马问题的启发

，
库末尔引进了理想数

，
井发现了把一个分园域的数分解

为素理想因子的唯一分解定理
，
这定理今天已被戴德金与克隆尼克推广到任意代数数域

，
在

近代数论中占着中心地位
，
共意义 已远远超出数论的范围而深人到代数 和 函 数 论的领域

”

�见��〕�� 为此 ，
希尔伯特向二 十世纪的数学家提出了立十三个���题

�

历史 的 发展证明了这

些问题的重耍性
。

恰如上述
，
它们在相当程度上

，
推动了纯粹数学的发展

，
共根本意义在于

俘随着这些���题研究的进展
，
一些重耍的数学概念与强有力的井带有一般性的数学方法产生

了
。

到上世纪末
，
分析方法

，
特别是复变函数论用于数论

，
使数论产生了深刻的变化而进入

一个新的阶段 � 解析数论趋于成熟并有相当深度
，
特别是素数分布理论方 面 的 成 就更为突

出
�

例如车比雪夫证明了不超过
二 的素数个数 二���的无穷大阶为

熹
，

狄里希勒证明了任何
一 ’

一 ” 一 一 一 ” 一 �

一
’ ‘

一
�

一 � ‘ 一” 一
’

�
一 、 ‘ � ‘ 一�

‘ 一 ” “ 拍�� ’ � ’

一
’
一 �� �

‘ ’

一 ”
公差与首项互素的算术级数中含有无穷多素数

，

黎曼更指出了有关素数分布的一些问题与一

个半纯函数 “ ��的零点分布之间有着各种深刻的内在联系 ，
此处‘��� 一

名
�一 ‘

�� � � � ��
， 。

、

二
�

��� � 当 “ 簇�时
，
可以用解析延拓来定义 ����

。

黎曼特别指出
，
����在伞平 面 。 ��上的零

点皆位于道线 � � ���上
。

这个猜想已被愈来愈多的数学家认为是纯数学 中最 有挑战性的问

题之一
。

除这个猜想外
，
黎曼的共他猜想均被阿达玛与冯

。

曼哥尔德证明了
。

从而阿达玛与

��舀�年�月��日收到
�

���



德
、

御 龙望枯普桑独立地证折高斯翰 今沪
一

命 这又 撇劳 ‘素毅

一
洲于人庄毖侧

‘

犷广

让德泰如猜想
，

扭 � 嘿 湘�只
、“

定律分 ，
证叨过程中，

大量用到复变西数论
，
特别是整面数理论

。

希尔伯特高暗远瞩
，
预见到黎曼猜想的研究将导致教论

，
甚至教学的亘变

。

他也预见到

，” 数

臀黔群甄婴臀嘿粼琴豁百熬氖番料
此处 � ，

�，� 为给定整数
，

���， 则得

耍求 �
，

护为素黝的解
。

分别取
‘ � �� �及 “ � �”

，
与 ‘ ” �，�� 二 �及
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尹于任章产钾

，

李生素教猜想
，

剪者昔汽奇素攀解冷
“

职存作界窄声对担养手

就是猜想�今卜污煮有两煮 解爷伪沙畏就是
�的李生素教对

。

这两个扮想

早债薄一起灼挤了希钾伯特第八问矜
、

在����年
，
第五届国际数学家大会上

，

吧 川 弓

一 … �、 一
� � ‘

��

滩︸灌
气

论中待解决的两个难题加以雄荐�觅〔
�
为

，

�

兰务界将材零�本�与李牛幸稗猜想作为
又在�分那年哥丰怜根稗带常丰气崎炸在

奉数

讲中

夏龚撰纂馨翟篡粼李篙耀纂粼默严
多

果然不出所料
，

研究有了重大突破
。

在十九世纪奉称蜂伟六成苹的基甲朴 从 ‘
卿年开脚 哥带

件随着这一问题本身成果的获得
，
二华新的数学娜念与崭新

麟羚
的眼

猜想的

有力的

淤淤�鹜…�髯�馨淤�
��表示命题

， “
每一充分大的俩数都是一个不超过

�
个素数的乘积与，个不超过 �个素数的

乘积之和
” ·

布朗在对古老的埃位多染尼氏筛法作了重大改进后
，
首先用于猜想���， 并证

明了��
，
��

�

这些强有力的数学方法的发展
，
不仅对教论

，
而且对不少数学分支 都 有重要应

用
。

早在三十年代
，一

华罗庚就证明了几乎所有的偶数
，

猜想���成立
、

详言之
，
命不超过‘ ，

使���不成立的偶数个数为 ����
�

���对于任何
“ ��替有 ��幻 � ��习��声

’

��
·

五十年代初
，

在他主持数学研究所工作时
，
高瞻远瞩地预见到哥德巴赫猜想的可能发展

，
亲 自组织了这个

向题的讨论班
，
由于他的坚强领导与富于见地的计划

，

使一系列重耍的数论结果都出自中国

数论学家之手�见〔�〕�
。

特别在筛法与猜想���方面的成就
，
得到国内外高 度评价

。

早在五

十年代初
，
笔者就证明了��

，

��
，

首次打破了布赫夕塔布保持的����年的记录��
，

��
。

六十年

代初
，
潘承洞证明了��

，
��

，
大大改进了瑞尼的著名结果��

，
��

，
共中 � 是一个大常数

。

特别

是陈景润在����年
，
发表了��

，

��
，

被国际上称为 “ 陈氏定理， ，

并被认为是
“
筛法发展的顶

峰
” �见〔�〕�� 看来 ，

园法与筛法均已山穷水尽
，
用它们兀乎是不可能证 明 猜想���的

�
� 卜

数

学家殷切地期望新思想与新方法的户生
�

处于这个时期
，
总结好以往的成就

，
使后来者能较快掌握以往的成就

，
少走弯路

，
继续

前进
，
肯定是十分必要的

。

上述重耍成就与方法
，
虽已散见于众多专著

。 、

但潘承洞与潘承彪

���



的专著却是全面系统论述哥德巴赫猜想的第一本著作
，
其出版引起国内外数学界的注目是可

粗而知的
·
国外正期待着其英文版早目问世�见厂�

「，
�〕��

�

仅仅只用三百几十页篇幅
， 、

会面总结哥德巴祥猜攀研究六十多年来的大最杰出成就
，

确

是十分艰互的事
。

两位作考出色地完成了写作任务
。

本书绝非材料的简单堆积
，
而是一个再

创造的研究工作专著
�

本书是在假定读者已经了解初等数论与素数分布论的基姗丰撰写的
�

本书第一
，
二章中

，
讲述了特征与高斯和后

，

即开门见山
，
引入朋北尼与罗斯关于列尼

克与瑞尼的大筛法的重大改进的阐述
。

第三
，
四章讨论了介函数与 工一百数 的性质

，
特别是

它们的中值公式与零点分布性质
。

第五
，

六章即进入 “ 园法，，
与素数变数指数和的估计方铸

的讨论
，
从而证明了 “ 三素数定理 ” 。

对于素数变数指数和的估计
，
书中讲述了初等方法与

分析方法
，
其中最初等的分析证明方法则是潘承龙给出的

�

书中对
“
三素数定理

， 给出了有

效的与非有效的两种证明
�

所谓有效证明
，
即可以给出 今

，
当 ����时

，

猜想���成立
�

第

六章还包括了华罗庚关于猜想���的推广
�

任何充分大的奇数�均可 表 为 � � ��� ��� �竺
，

此处 左为任意给予正整数
。

第七章为赛尔贝格筛法
，
这里讲的是黎切 尔 特 与 朱尔开特的形

式
，
即系数有明显表达式的精密筛法

。

第入章为关于算术级数素数定理重要的朋此尼一阿
、

维诺格拉朵夫中植公式
。

在不少素数论的问题中
，
这一公式可以用来代替未经证明的广义黎

‘

曼猜想
。

然后讲了潘承洞等建立的一个新的中值公式
，
一方面这一公式包有朋比尼一阿维诺

格拉朵夫公式
，
另二方面可以用这一公式来统一处理一系列重耍的向题

，
其中包括下一章讲

的陈景润的两条重耍定理�见 〔了〕�
，

这个中值公式的想法是潘承洞提出的
。

他 的 出发点是下

面的恒等式
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沃尽也独立地提出这个想法井加以发展
�

第丸章为陈景润的两条著者定理
，
即 “ 陈氏定理‘

�
与将偶数表示为两个素数之和的表法��

�

���“ ��卜又石厄刃
，
恰如上远

，
书中基于

“
潘氏公式

，
碑 ’ ， ” �
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’ ‘ 一

“ “
’ “ 、

一
’

一
’
几
一 ’ 了

一

�
’

� �
’ 。 �

一
’ ‘ ���

‘
戊 ” 印 �

’

一�
‘ “ 一 ‘

�
， ’ ， 一 ，

一 ‘ ，

给出了这两条定理的证明
，
比原来的证明有实质性的化简

。

第十章再一次深人 讨 论 �一函数

的零点活计
�

第十一
，

十二两章
，
则研究哥德巴林数 �即使���成立的偶数�

，
其 中 包括沃

思与蒙哥玛利关于 ����的进一步改进
�

存在
“��旋 ������二

，一 ‘
�

，

陈景润与潘承洞首先给出
。 的数 值

。

作者还研究了小区间仁�
，� ����� 〕中哥德巴赫数的存在性向题

，

此处 了��� 二 ����
，

作者讲了凯蒂的结果
�

在黎曼猜想之下
， ，

取 ��劝 � �������
��即可保证小区间中 有哥德巴赫

数
。

在 卜画数的密度猜想之下或不作任何猜想
，
潘承洞提出了统一处理哥 德巴赫数的方法

�

它包有现有的重要结果
。

书中阐述了这个方法
。

书的最前面有一个详细的导论
，
阐述问题的厉史及方法概要

，
指引读者对哥德巴赫向题

研究的全貌有所了解
。

书末有一个经挑选过的详细而有用的参考文献
。

恰如彼得
。

肯指出
�

“
书中每一章的材料都是很好地加以组织井具备一个好的导引

。

包有许多有价值的评述
，
指

出真正困难所在及各种结果之间有启发性的内在联系
。

写作风格透澈井具启发性
，
诸定理的

证明是秀美的
。

最近几年
，
在解析数论方面已出现了一系列很有影响的书 �例如德文波特的

“ 乘积数论
” ，

蒙哥玛利的 “ 乘积数论选论
” 与黎切尔特及哈贝斯坦的

“
筛法

”
�

。

这本书是

这个文库的一个重要添加者
。

作为一个教程
，
本书不仅对中国初从事解析数论研究的数学家

有重要影响
，

它的好的英文版本对西方世界亦具有同样的教益
” �见〔�〕�。

这决非溢美之词
，

���



两位作者是当之无愧的
� 一

丫
· �

�
一

几 产
一 」

任何书都有一定的范围
，
本书未讨论更尼尔曼的整数

�

“ 密率‘ 概念
，

史尼乐曼结合他自

赶的密举及布朋姑法
，
于����年证明了正整数��

， ‘

都是不超过
。 个素数 之 和

，
共中

� 为常

数
�

这是第一个堆垒素戮论定理
，
具有重天的历史意义

，

但用这个方法是达不到
“ 三素数定

理熟的裸度的
，
瑰在不讨论是可以的

。

本书未论及哥倦巴赫向题的推广护将送一猜想与华林

向题结合起来可以研究方程
�

�� � �

「 ‘

一 � 一 �卜 一 ��竺
� � ·

钓各种可解佳问题
，
其中 扒��镇‘成��为素数‘ 还可以研究更为广泛 的 堆垒素数论问题�

读

者可以读华乡庚的优秀专奢血工 我们还可以在代数数域上建立类似的 哥 德巴赫猜想
。

三井

孝美将
“
三素数定睡 ” 推广至任意代数数城�见〔�〕�。 ，

另外
，
有兴趣阅读与本 书 有关的各童

婆原始文酬的读者
，
请参阅笔者编辑的书�见〔�。 〕�

�
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